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2. Résolution des systèmes linéaires, méthodes directes
2.4 Méthodes de factorisation : Cholesky

DEFINITION
Soit A ∈Mn(R). A est dite symétrique définie positive si :

1 AT = A (symétrique), i.e., aij = aji, ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} ;

2 x⃗TAx⃗ ≥ 0, ∀ x⃗ ∈ Rn (positive), i.e.,
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj ≥ 0, ∀ x⃗ ∈ Rn.

3 x⃗TAx⃗ = 0⇔ x⃗ = 0⃗ ∈ Rn (A définie).

4 x⃗TAx⃗ > 0, ∀ x⃗ ̸= 0⃗ ∈ Rn (définie positive).

Notation : A ∈ S++
n (R).
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2. Résolution des systèmes linéaires, méthodes directes
2.4 Méthodes de factorisation : Cholesky

Une matrice A est symétrique définie postive si et seulement si :

Toutes les sous-matrices Ak de A (k = 1, . . . , n) sont aussi symétriques définies
positives.

Théorème 4

Une matrice symétrique A est définie postive si et seulement si :

Toutes les sous-matrices Ak de A (k = 1, . . . , n) ont un déterminant positif.

Théorème 5
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2. Résolution des systèmes linéaires, méthodes directes
2.4 Méthodes de factorisation : Cholesky

REMARQUES

A ∈ S++
n (R)⇒ A−1 existe (Ax⃗ = 0⃗⇔ x⃗TAx⃗ = 0⇔ x⃗ = 0⃗)

A ∈ S++
n (R)⇒ aii > 0 (eTi Aei = aii > 0)

A ∈ S++
n (R)⇒ (aij)

2 < aiiajj , ∀i ̸= j

A ∈ S++
n (R)⇒ max

1≤i,j≤n
|aij | ≤ max

1≤i≤n
|aii|

...
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2. Résolution des systèmes linéaires, méthodes directes
2.4 Méthodes de factorisation : Cholesky

REMARQUES
L’inégalité de Cauchy-Schwarz stipule que pour tout vecteur u et v,

(u · v)2 ≤ ∥u∥2∥v∥2

avec égalité si et seulement si u and v sont linéairement dépendants.

En appliquant aux colonnes de A

((Aei) · (Aej))
2 ≤ ∥Aei∥2∥Aej∥2

Par suite
(aij)

2 < (Aei)
T (Aei)(Aej)

T (Aej) = aiiajj

L’inégalité est stricte à moins que i = j ou Aei et Aej soient linéairement dépendants,
ce qui impliquerait que ei et ej soient linéairement dépendants (ce qui n’est pas
possible pour les vecteurs de base standard avec i ̸= j.
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CC2

La matrice
(
2 1
1 −3

)
est définie positive.

Non a33 < 0
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CC2

Si A ∈ S++
n (R), alors −A ∈ S++

n (R)

Faux: ∀ x ̸= 0⃗ ∈ Rn, xTAx > 0, xT (−A)x = −xTAx < 0 (−A est définie négative).

Si A ∈ S++
n (R), alors AT ∈ S++

n (R)

Vrai: A = AT , xTATx > 0

Si A ∈ S++
n (R) et B ∈ S++

n (R), alors (A+B) ∈ S++
n (R)

Vrai: xT (A+B)x = xTAx+ xTBx > 0, e.g,(
1 0
0 1

)
+

(
3 0
0 3

)
> 0
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CC2

Si A ∈ S++
n (R) et B ∈ S++

n (R), alors (A−B) ∈ S++
n (R)

Pas nécessairement: xT (A−B)x = xTAx− xTBx ≶ 0, e.g,(
1 0
0 1

)
−

(
3 0
0 3

)
= −

(
1 0
0 1

)
< 0

(
3 0
0 3

)
−

(
1 0
0 1

)
=

(
2 0
0 2

)
> 0

Si A ∈ S++
n (R), alors A2 ∈ S++

n (R)

Vrai: Si A est symétrique, alors AT = A. Par conséquent,

(A2)T = (AA)T = ATAT = AA = A2,

Donc,

xTA2x = xTAAx = (Ax)T (Ax) =< Ax,Ax >= ||Ax||2 > 0,∀ x ̸= 0⃗ ∈ Rn.
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CC2

DÉFINITION
Une matrice

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

an1 an2 . . . ann


est dite à diagonale strictement dominante si pour tout i = 1 à n, on a

|aii| >
∑

j=1,j ̸=i

|aij |.
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CC2

Parmi les matrices suivante lesquelles sont à diagonale strictement dominante ?

A =

−6 0 3
7 8 −2
1 −1 2

 , B =

−6 0 3
5 8 −2
1 −1 2

 ,

C =

−6 0 3
5 8 −2
1 −1 3

 , D =

−6 0 3
1 2 −2
1 −1 8



C :

| − 6| > |0|+ |3|
|8| > |5|+ | − 2|
|3| > |1|+ | − 1|
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CC2

Une matrice A admet une factorisation LU ssi : toutes les sous matrices principales
Ak de la matrice A sont inversible,

Théorème 2

La matrice

2 6 0
1 3 −1
0 −1 1

 admet une décomposition LU (sans permutation).

Faux :

det(A2) = det

(
2 6
1 3

)
= 0
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CC2

Si A ∈ S++
n (R), alors il existe une seule matrice L triangulaire inférieure à valeurs

diagonales positives (mais pas nécessairement = 1) telle que

A = LLT .

Théorème de Cholesky

Fabien Navarro (SAMM) L2 MIASHS - MN P1 Panthéon-Sorbonne, 2023-2024 13 / 22



CC2

Soit A =

0 1
1 0
1 1

. La matrice AAT admet une décomposition de Cholesky.

Faux:

AAT =

0 1
1 0
1 1

(
0 1 1
1 0 1

)
=

1 0 1
0 1 1
1 1 2


det(AAT ) = 0 =⇒ A /∈ S++

n (R) et A n’admet pas de décomposition de Cholesky.

Soit A =

0 1
1 0
1 1

. La matrice ATA admet une décomposition de Cholesky.

Vrai :

ATA =

(
0 1 1
1 0 1

)0 1
1 0
1 1

 =

(
2 1
1 2

)
∈ S++

n (R)
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CC2

Soient a, b et c des réels strictement positifs et soient

A1 =

1 1 0
1 2 1
0 1 2

 et A2 =

a a 0
a a+ b b
0 b b+ c

 .

Si A1 = L1U1 et A2 = L2DLT
2 , alors L1 = L2.

Vrai : A1 ∈ S++
n (R),det((A1)k) > 0, ∃!, A1 = L1U1

A1 = AT
1 = L1U1 = (L1U1)

T = UT
1 LT

1 = L1L
T
1

On trouve

L1 =

1 0 0
1 1 0
0 1 1

 = UT
1
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CC2

On a aussi A2 ∈ S++
n (R) car det(A2) = abc > 0 et det((A2)2) = ab > 0, ∃A2 = L2DLT

2 .

A-t-on A2 = L1DLT
1 ?

L1

d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

LT
1 =

1 0 0
1 1 0
0 1 1

d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

1 1 0
0 1 1
0 0 1


=

d1 0 0
d1 d2 0
0 d2 d3

1 1 0
0 1 1
0 0 1


=

d1 d1 0
d1 d1 + d2 d2
0 d2 d2 + d3


= A2

(d1 = a, d2 = b, d3 = c)

Fabien Navarro (SAMM) L2 MIASHS - MN P1 Panthéon-Sorbonne, 2023-2024 16 / 22



CC2

On a aussi A2 ∈ S++
n (R) car det(A2) = abc > 0 et det((A2)2) = ab > 0, ∃A2 = L2DLT

2 .
A-t-on A2 = L1DLT

1 ?

L1

d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

LT
1 =

1 0 0
1 1 0
0 1 1

d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

1 1 0
0 1 1
0 0 1


=

d1 0 0
d1 d2 0
0 d2 d3

1 1 0
0 1 1
0 0 1


=

d1 d1 0
d1 d1 + d2 d2
0 d2 d2 + d3


= A2

(d1 = a, d2 = b, d3 = c)

Fabien Navarro (SAMM) L2 MIASHS - MN P1 Panthéon-Sorbonne, 2023-2024 16 / 22



CC2

Algorithme 1 : Factorisation de Cholesky pour A ∈ S++
n (R)

1 L1,1 ←
√

A1,1; for j ← 2 to n do
2 Lj,1 ← Aj,1

L1,1
;

3 end
4 for i← 2 to n− 1 do
5 k ← 1 : (i− 1); ⊙; for j ← i+ 1 to n do
6 k ← 1 : (i− 1); ⊛;
7 end
8 end
9 k ← 1 : (n− 1); ⊗; return L;

⊙ : Li,i ←
√

Ai,i −
∑
r∈k

L2
i,r

⊛ : Lj,i ←
Aj,i −

∑
r∈k Aj,rLi,r

Li,i

⊗ : Ln,n ←
√

An,n −
∑
r∈k

L2
n,r

Fabien Navarro (SAMM) L2 MIASHS - MN P1 Panthéon-Sorbonne, 2023-2024 17 / 22



CC2

Algorithme 2 : Factorisation de Cholesky pour A ∈ S++
n (R)

1 L1,1 ←
√

A1,1; for j ← 2 to n do
2 Lj,1 ← Aj,1

L1,1
;

3 end
4 for i← 2 to n− 1 do
5 k ← 1 : (i− 1); ⊙; for j ← i+ 1 to n do
6 k ← 1 : (i− 1); ⊛;
7 end
8 end
9 k ← 1 : (n− 1); ⊗; return L;

⊙ : Li,i ←
√

Ai,i −
∑
r∈k

L2
i,r

⊛ : Lj,i ←
Aj,i −

∑
r∈k Aj,rLi,r

Li,i

⊗ : Ln,n ←
√

An,n −
∑
r∈k

L2
n,r

Fabien Navarro (SAMM) L2 MIASHS - MN P1 Panthéon-Sorbonne, 2023-2024 17 / 22



CC2
Algorithme 3 : Décomposition de Cholesky

1 L11 ←
√
a11 // 1:√

2 for j ← 2 to n do
3 Lj1 ← aj1/L11 // (n− 1):⊘
4 end
5 for i← 2 to n− 1 do

6 Lii ←
√

aii −
∑i−1

k=1 L
2
ik // (i− 2) + 1:⊕⊖, (i− 1) : ⊗, 1 :

√

7 for j ← i+ 1 to n do

8 Lji ←
aji−

∑i−1
k=1

ajkLik

Lii
// [n− (i+ 1) + 1]((i− 2) + 1) : ⊕⊖
// [n− (i+ 1) + 1]((i− 1) + 1) : ⊗⊘

9 end
10 end

11 Lnn ←
√

ann −
∑n−1

k=1 L2
nk // (n− 2) + 1:⊕⊖, (n− 1) : ⊗, 1 :

√

12 return L;

N⊕⊖ =

n−1∑
i=2

(i− 1) + (n− i)(i− 1) =

n−1∑
i=2

(i− 1)(1 + n− i) =

n−1∑
i=1

i(n− i) =
n(n2 − 1)

6
.
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CC2
Algorithme 6 : Décomposition de Cholesky
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CC2
Algorithme 7 : Décomposition de Cholesky
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CC2

Soit A ∈ S++
6 (R) (une matrice pleine). Quel est le nombre total de soustractions/additions

dans l’algorithme de factorisation de Cholesky de A?

N⊕⊖ =
6(62 − 1)

6
= 35.
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CC2

Soit le système linéaire suivant : 2 −1 0 1
−1 2 −1 1
0 −1 2 1


En partant de x⃗(0) = (0, 0, 0)T , quelle est le résultat de la 1ère itération x⃗(1) de la
méthode de Jacobi ?

Fabien Navarro (SAMM) L2 MIASHS - MN P1 Panthéon-Sorbonne, 2023-2024 20 / 22



CC2

Soit le système linéaire suivant : 2 −1 0 1
−1 2 −1 1
0 −1 2 1


En partant de x⃗(0) = (0, 1, 0)T , quelle est le résultat de la 1ère itération de la méthode
de Gauss-Seidel ?
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