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Systémes linéaires : méthodes itératives

Correction 1.
1. (a) fait en cours, AT = b < & = TZ + ¢, or #*FD) = T#® 4 & donc e*tD) = zk+D) _ z =
7720 4 - T7 — ¢=T(Z® — 7) = el

(b) limp_yoe T% = Opq,r) < p(T') < 1 (ex05 TDO).

)

E
(c) [1E®lz = [ THeO|| < | T*|[2[1E 2 < [ TN51EO 2 = (o(T7T))* [[E©]]2.

2.(a) OnaAd=ATs M -N)=M-N)T=M-N=M"-N' & M+N'=MT+N.
b) fait en cours (cela revient & montrer que si M ~'N4 = \jj, avec ¢ vecteur propre associé
a A valeur propre de T, alors [A| < 1, ... 57 (M — N)ij = (1 = A\)gT My > 0car A > 0 et
FT(MT+N)g=0+ N Mg>0=(1-X)/(1+A)>0ie [N <1).

3. A étant a diagonale strictement dominante, on a pour i = 1,...,n, |a;| > 0 et D est inversible
et la méthode de Jacobi est bien définie. Elle correspond a la décomposition suivante :

M=D et N=L+U.

ot A=M—NetT=M1N.
D’aprés le théoréme Thl du cours, il suffit, soit de montrer qu’il existe une norme subordonnée
|| - || telle que T vérifie | D~(L + U)|| < 1, soit de montrer que p(D~Y(L +U)) < 1.

On choisit par exemple, la norme matricielle induite par la norme infinie, i.e.,

n

7)o = max Y |tl.

1<i<n 4
J=1
Par suite, comme
_aiz _a
0 o . =
—a21 0 :
T=D ' L+U)=| *
. _ _Qn—1n
a Gn—1n—1
—Gn1 _fGnn—-1
ot -~ 0
on a alors, pour tout i =1,...,n,
n n n 1 n
> il =Y Il = lai/au| = Taal > laijl-
=1 J#i J#i R
Or, A est a diagonale strictement dominante, i.e., [a;| > 2, ; |aij| pour tout i =1,...,n. On

en déduite donc que
1 n
|| Z Jaij| <1,
i

d’ott [|T|ec = maxi<i<n D 7 [tij| <1 et la méthode de Jacobi converge.

Remarque : sous les mémes hypotheéses, la méthode de Gauss-Seidel est également convergente.



4. fait en cours (GS bien définie D — L tri inf diag non nulle, A = AT = L =UT, MT + N =
..=D >0 car A >0, par le Th2 du cours p(M~1N) = p((D — L)'U) < 1, i.e., la méthode
converge).

5. La preuve est similaire & celle de GS, en montrant que M? + N = (2—w)/wD i.e. MT+ N >0
ssi (2 —w)/w > 0.

Correction 2.
A n’étant ni symétrique ni & diagonale strictement dominante, on ne peut pas utiliser I’exercice
précédent pour 'analyse, mais plutot le corollaire du Thl en identifiant M et N suivant les méthodes

et en calculant les rayons spectraux des matrices d’itération associées (i.e., Ty et Tzg). On trouve
sp(Ty) = {0,0,0} convergence et sp(Ty) = {0, 2,2} divergence.

Correction 3.

1. Soit on passe par le calcul des valeurs propres et on regarde si elles sont positives soit on prouve
que T Az > 0,Vz # 0 € R™.

On a

n—1
T Ap = NOT o s
xAr =) zi(ai—1Ti—1 + @i + aiiv1Tiv1) + x1(enz + a12x2) + Tp(AnTn + Gn—1pTn—1)
1=2
n—1
2 2
= § Ti(—xi—1 + 2m; — xi41) + 227 — T1T2 + 225, — Tpp—1
1=2

n
=27+ (2 — i)’ +ah
i=1
>0

2. D’apreés le théoréme 2 du cours, pour une matrice A € S+ (R), qui s’écrit sous la forme A = M — N,
si MT + N € S+ (R), alors p(M~'N) < 1. Pour la méthode de Jacobi, ona D =M et N =L +U.
Par suite, on a, Vz # 0 € R”
n—1
' MY+ Nz =2T(D+L+U)z = Z 2y (i1 + 22wi41) + 207 + 2129 + 222 + Tppot
i=2

n
= ZB% + Z(% + $i+1)2 =+ :L",2Z
i=1

>0

3. A étant symétrique définie positive, la méthode de Gauss-Seidel converge.
4. Comme (p(T))? = p(Tgs), les méthodes convergent ou divergent simultanément.

5. Comme A = AT T; = (D(L+U))T =D(LT +UT) = Tf

kg
1e®lz < (o(TTT0) 2 16D = p(T)* 6|2 = (1/2)%(1€V)2

Une condition suffisante pour Jacobi est donnée par

Q)
(9)"

Il suffisant ensuite d’identifier k; et kgg.

et pour GS



